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CLASSES DE CHERN DES VARIE´TE´S UNIRE´GLE´ES
STE´PHANE DRUEL
1. Introduction
Soient X une varie´te´ compacte de type ka¨hle´rien et E est un fibre´ vectoriel complexe de
rang r sur X.
Le re´sultat suivant montre qu’en ge´ne´ral peu de choses peuvent eˆtre dites de ses classes
de Chern : si X est une surface alge´brique et si un entier r > 1, c1 ∈ NS(X) et c2 ∈ H
4(X,Z)
sont donne´s alors il existe un fibre´ vectoriel alge´brique de rang r sur X de classes de Chern
c1 et c2.
Les exemples suivants montrent que sous certaines hypothe`ses, il existe des contraintes
sur les classes de Chern de E.
Si E posse`de une me´trique d’Hermite-Einstein alors l’ine´galite´ de Bogomolov-Lu¨bke∫
X
(2rc2(E)− (r − 1)c1(E)
2) ∧ ωn−2 ≥ 0
est satisfaite (voir [Lu¨82]). Si l’ine´galite´ pre´ce´dente est une e´galite´ alors E est projectivement
plat.
Si E est nume´riquement effectif alors, pour tout polynoˆme de Schur Pλ ∈ Z[c1(E), . . . , cr(E)],
ou` λ est une partition d’un entier quelconque k en parts ≤ r (voir [DPS94] Theorem 2.5),∫
X
P(c(E)) ∧ ωn−k ≥ 0.
Si X posse`de une me´trique de Ka¨hler-Einstein et si ω est une forme de Ka¨hler-Einstein
alors sa premie`re classe de Chern c1(X) ∈ H
2(X,C) est ne´gative, nulle ou positive et
l’ine´galite´ de Miyaoka-Yau∫
X
(2(n + 1)c2(X)− nc1(X)
2) ∧ ωn−2 ≥ 0
est satisfaite (voir [CO75]). Si l’ine´galite´ pre´ce´dente est une e´galite´, alors le reveˆtement
universel de X est isomorphe a` Pn, Cn ou Bn (voir [Ti02] Theorem 2.13).
Nous de´montrons des re´sultats d’effectivite´ analogues au dernier de ceux que nous avons
rappele´s lorsque X est projective et unire´gle´e.
2. Enonce´s des re´sultats
2.1. Notations et hypothe`ses. Soit X une varie´te´ alge´brique connexe, projective et lisse
sur le corps C des nombres complexes. Supposons X unire´gle´e, autrement dit, supposons
que X soit domine´e par un produit P1 × Y ou` Y est une varie´te´ alge´brique complexe de
dimension dim(X)− 1.
Soit H ⊂ Hom-b(P1,X) une composante irre´ductible telle que le morphisme d’e´valuation
P1 ×H −→ X soit dominant, autrement dit, une famille couvrante de courbes rationnelles.
Soient x ∈ X et Hx := Hom(P
1,X, 0 7→ x)∩H. Soit G0 ⊂ PGL(2) le stabilisateur de 0 ∈ P
1.
Le groupe G0 ope`re librement sur Hx par la formule g ·f = f ◦g
−1 ou` g ∈ G0 et [f ] ∈ Hx. Il
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ope`re diagonalement sur P1×Hx. Soient Vx := Hx//G0 et Ux := P
1×Hx//G0 les quotients
ge´ome´triques et πx et ιx
Ux
ιx−−−−→ X
πx
y
Vx
les morphismes naturels. Supposons que pour x ∈ X ge´ne´ral, le sche´ma Vx soit propre
sur C, autrement dit, supposons que H soit une famille couvrante minimale de courbes
rationnelles.
Remarque 2.2. Il suffit, par exemple, de conside´rer une famille couvrante de courbes ra-
tionnelles de degre´ minimal relativement a` une polarisation donne´e.
Soit ℓ := c1(X) · f∗P
1 ≥ 2 ou` [f ] ∈ H. Les principaux re´sultats de ce travail sont les
suivants.
The´ore`me (voir The´ore`me 5.3). Sous les hypothe`ses 2.1, si x ∈ X est ge´ne´ral et si U′x est
une composante irre´ductible de Ux alors le cycle
ιx∗(U
′
x) · (c2(X)−
ℓ− 1
2ℓ
c1(X)
2) ∈ Aℓ−3(X)⊗Q
est effectif.
The´ore`me (voir The´ore`me 5.4). Sous les hypothe`ses 2.1, si x ∈ X est ge´ne´ral et si U′x est
une composante irre´ductible de Ux alors le cycle
ιx∗(U
′
x) · (c2(X)− (
ℓ− 1
2ℓ
+
1
ℓ2
)c1(X)
2) ∈ Aℓ−3(X)⊗Q
est effectif sauf s’il existe un morphisme fini X̂ −→ X et une application rationnelle ϕ :
X̂ 99K Z dont les fibres ge´ne´rales sont des espaces projectifs sur C de dimension ℓ− 1, tels
que les courbes rationnelles conside´re´es soient les images dans X des droites contenues dans
les fibres de ϕ.
Proposition (voir Proposition 5.5). Sous les hypothe`ses 2.1, le cycle
ιx∗(Ux) · (c2(X)−
ℓ− 1
2ℓ
c1(X)
2) ∈ Aℓ−3(X)⊗Q
est nul pour x ∈ X ge´ne´ral si et seulement s’il existe un morphisme fini X̂ −→ X et une
application rationnelle ϕ : X̂ 99K Z dont les fibres ge´ne´rales sont des espaces projectifs sur
C de dimension ℓ− 1, tels que les courbes rationnelles conside´re´es soient les images dans
X des droites contenues dans les fibres de ϕ.
Remarques 2.3. Si ℓ est un entier ≥ 2 alors c2(Qℓ−1)− (
ℓ− 1
2ℓ
+
1
ℓ2
)c1(Qℓ−1)
2 = 0 ou` Qℓ−1 ⊂
Pℓ est une quadrique lisse de dimension ℓ− 1 et c2(P
ℓ−1)− (
ℓ− 1
2ℓ
)c1(P
ℓ−1)2 = 0.
Si C est une courbe connexe, projective et lisse sur C et si Xℓ := Qℓ−1 ×C alors
c2(Xℓ)− (
ℓ− 1
2ℓ
+
1
ℓ2
)c1(Xℓ)
2 =
ℓ− 1
ℓ2
c1(Qℓ−1) · c1(C).
Si le genre de C est ≥ 2 et si ℓ ≥ 3 alors le cycle
c2(Xℓ)− (
ℓ− 1
2ℓ
+
1
ℓ2
)c1(Xℓ)
2
n’est pas effectif dans Aℓ−3(Xℓ)⊗Q.
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Question 2.4. Sous les hypothe`ses 2.1, si pour un point x ∈ X ge´ne´ral le cycle
ιx∗(Ux) · (c2(X)− (
ℓ− 1
2ℓ
+
1
ℓ2
)c1(X)
2) ∈ Aℓ−3(X)⊗Q
est nul, existe-t-il un morphisme fini X̂ −→ X et une application rationnelle ϕ : X̂ 99K Z
dont les fibres ge´ne´rales sont des quadriques lisses sur C de dimension ℓ − 1, tels que les
courbes rationnelles conside´re´es soient les images dans X des droites contenues dans les
fibres de ϕ ?
Si x ∈ X est ge´ne´ral, Vx est lisse sur C de dimension ℓ − 2 (voir paragraphe 3) mais
pas ne´ce´ssairement connexe. La description globale du fibre´ tangent de Vx et le calcul de
c1(Vx) sont e´galement donne´s.
Proposition (voir Proposition 3.8). Le fibre´ tangent du sche´ma Vx est naturellement
isomorphe au fibre´
πx∗((ι
∗
xTX/Tπx)(−σx)),
ou` l’on a identifie´ Tπx ⊂ TUx a` son image dans ι
∗
xTX via la diffe´rentielle de l’application
ιx.
Proposition (voir Proposition 4.2). La premie`re classe de Chern de Vx est donne´e par la
formule
c1(Vx) = πx∗ι
∗
x((
ℓ+ 1
2ℓ
−
1
ℓ2
)c1(X)
2 − c2(X)) ∈ Pic(Vx)⊗Q.
3. Fibre´ tangent du sche´ma Vx
3.1. Soit X une varie´te´ connexe, projective et lisse sur C. Soit n la dimension de X et
supposons n ≥ 1. Soient Hom(P1,X) le sche´ma localement quasi-projectif sur C des mor-
phismes de P1 vers X et Hom(P1,X, 0 7→ x) ⊂ Hom(P1,X) le sous-sche´ma ferme´ des
morphismes f : P1 −→ X tels que f(0) = x ou` x ∈ X est donne´ (voir [Mo79] Proposition
1). Soient
Hom-b(P1,X) ⊂ Hom(P1,X)
l’ouvert des morphismes birationnels sur leurs images et
Hom-b(P1,X, 0 7→ x) := Hom(P1,X, 0 7→ x) ∩Hom-b(P1,X).
Un morphisme non constant f : P1 −→ X est dit libre si h1(P1, f∗TX(−1)) = 0, autrement
dit, si f∗TX ≃ OP1(a1)⊕ · · · ⊕ OP1(an) avec a1 ≥ · · · ≥ an ≥ 0 (voir [Ko96] Definition II
3.1). Soient enfin
Hom-l(P1,X) ⊂ Hom(P1,X)
l’ouvert des morphismes libres (voir [Ko96] Corollary II 3.5.4) et
Hom-l(P1,X, 0 7→ x) := Hom(P1,X, 0 7→ x) ∩Hom-l(P1,X).
Le sche´ma Hom-l(P1,X, 0 7→ x) est lisse sur C de dimension h0(P1, f∗TX ⊗ I0) en [f ] ∈
Hom-l(P1,X, 0 7→ x) (voir [Mo79] Proposition 2).
3.2. Supposons X unire´gle´e. Soient H ⊂ Hom-b(P1,X) une famille couvrante de courbes
rationnelles et Hx := Hom(P
1,X, 0 7→ x) ∩H ou` x ∈ X est donne´. Soient evx et qx
P1 ×Hx
evx−−−−→ X
qx
y
Hx
les morphismes naturels.
Lemme 3.3 (voir [De01] Proposition 4.14). Si x ∈ X est ge´ne´ral alors les morphismes
parame´tre´s par Hx sont libres.
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Le sche´ma Hx est en particulier lisse sur C de dimension h
0(P1, f∗TX ⊗ I0) en [f ] ∈ Hx.
Proposition 3.4. Si x ∈ X est ge´ne´ral alors le fibre´ tangent du sche´ma Hx est naturelle-
ment isomorphe au fibre´
qx∗(ev
∗
xTX(−{0} ×Hx).
De´monstration. La restriction de la diffe´rentielle de evx a` q
∗
xTHx est identiquement nulle le
long de {0} ×Hx ⊂ P
1 ×Hx et de´finit donc un morphisme
q∗xTHx −→ ev
∗
xTX(−{0} ×Hx)
et, en prenant les images directes par qx, un morphisme
THx −→ qx∗(ev
∗
xTX(−{0} ×Hx))
dont nous allons montrer qu’il est l’isomorphisme cherche´.
L’espace tangent de Zariski a` Hx en [f ] ∈ Hx s’identifie naturellement a` H
0(P1, f∗TX⊗I0)
(voir [Mo79] Proposition 2) et la diffe´rentielle de l’application evx en (t, f) ∈ P
1×Hx (voir
[Ko96] Proposition II 3.4) est l’application
T
P
1 ⊗ k(t)⊕H0(P1, f∗TX ⊗ I0) −→ TX ⊗ k(f(t)) ≃ (f
∗TX)⊗ k(t)
donne´e par
(v, s) 7→ dft(v) + s(t),
ou` v ∈ T
P
1 ⊗ k(t) et s ∈ H0(P1, f∗TX ⊗ I0). La compose´e de l’application
H0(P1, f∗TX ⊗ I0) ≃ THx ⊗ k(f) −→ (qx∗(ev
∗
xTX(−{0} ×Hx))⊗ k(f)
et de l’application naturelle d’e´valuation des sections
(qx∗(ev
∗
xTX(−{0} ×Hx))⊗ k(f) −→ H
0(P1, f∗TX ⊗ I0)
est donc l’identite´ de H0(P1, f∗TX ⊗ I0).
Il reste a` remarquer que la formation de l’image directe qx∗(ev
∗
xTX(−{0}×Hx) commute
aux changements de bases, autrement dit, que l’application naturelle
(qx∗(ev
∗
xTX(−{0} ×Hx))⊗ k(f) −→ H
0(P1, f∗TX ⊗ I0)
est un isomorphisme (voir [Ha77] III Theorem 12.11). 
Remarques 3.5. L’e´nonce´ pre´ce´dent reste vrai si x ∈ X est quelconque et si Hx est une
composante connexe de Hom-l(P1,X, 0 7→ x).
Soit H une composante connexe de Hom-l(P1,X) et soient ev et q
P1 ×H
ev
−−−−→ X
q
y
H
les morphismes naturels. La preuve de la proposition suivante est analogue a` celle de la
proposition 3.4.
Proposition 3.6. Le fibre´ tangent du sche´ma H est naturellement isomorphe au fibre´
q∗ev
∗TX .
3.7. Soient G := PGL(2) et G0 ⊂ G le stabilisateur de 0 ∈ P
1. Le groupe G0 ope`re
librement sur Hx par la formule g · f = f ◦ g
−1 ou` g ∈ G0 et [f ] ∈ Hx (voir [Mo79] Lemma
9). Il ope`re diagonalement sur P1 ×Hx. Les quotients ge´ome´triques
Vx := Hx//G0 et Ux := P
1 ×Hx//G0
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existent et les varie´te´s Hx et P
1 × Hx sont des fibre´s principaux de groupe G0 au dessus
des quotients Vx et Ux respectivement (voir [Mo79] Lemma 9). Les varie´te´s Vx et Ux sont
en particulier lisses sur C si x ∈ X est ge´ne´ral. Soient πx et ιx
Ux
ιx−−−−→ X
πx
y
Vx
les morphismes naturels : πx est une fibration en droites projectives sur C. Soit σx ⊂ Ux
la section de πx, quotient ge´ome´trique de {0} × Hx par le groupe G0. La section σx est
contracte´e par ιx sur x ∈ X.
Proposition 3.8. Si x ∈ X est ge´ne´ral alors le fibre´ tangent du sche´ma Vx est naturelle-
ment isomorphe au fibre´
πx∗((ι
∗
xTX/Tπx)(−σx)),
ou` l’on a identifie´ Tπx ⊂ TUx a` son image dans ι
∗
xTX via la diffe´rentielle de l’application
ιx.
De´monstration. Notons rx et sx
P1 ×Hx
rx //
qx

evx
%%
Ux
ιx //
πx

X
Hx
sx // Vx
les morphismes de passage au quotient. Le fibre´ vectoriel s∗xTVx s’identifie, via la diffe´rentielle
de sx, au conoyau de l’application
Tsx −→ THx .
La diffe´rentielle de l’action de G0 sur Hx en (e, f) ∈ G0 ×Hx est l’application
H0(P1,T
P
1 ⊗ I0)⊕H
0(P1, f∗TX ⊗ I0) −→ H
0(P1, f∗TX ⊗ I0)
donne´e par
(x, y) 7→ y − f∗x,
ou` x ∈ H0(P1,T
P
1 ⊗ I0) et y ∈ H
0(P1, f∗TX ⊗ I0). La formation des images directes
qx∗Tqx(−{0}×Hx) et qx∗(ev
∗
xTX(−{0}×Hx) commute aux changements de bases, autrement
dit, les applications naturelles
(qx∗Tqx(−{0} ×Hx))⊗ k(f) −→ H
0(P1,T
P
1 ⊗ I0)
et
(qx∗(ev
∗
xTX(−{0} ×Hx))⊗ k(f) −→ H
0(P1, f∗TX ⊗ I0)
sont des isomorphismes (voir [Ha77] III Theorem 12.11). Le sous-fibre´ vectoriel
Tsx ⊂ THx
s’identifie donc au sous-fibre´ vectoriel
qx∗Tqx(−{0} ×Hx) ⊂ qx∗(ev
∗
xTX(−{0} ×Hx),
via l’identification THx ≃ qx∗(ev
∗
xTX(−{0} × Hx) donne´e par la proposition 3.4. Ces iden-
tifications sont G0-e´quivariantes.
Le diagramme
P1 ×Hx
rx−−−−→ Ux
qx
y πxy
Hx
sx−−−−→ Vx
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est un carre´ carte´sien dans la cate´gorie des G0-sche´mas puisque l’action de G0 sur Hx est
libre. La restriction de la diffe´rentielle de rx a` Tqx induit un isomorphisme e´quivariant de
Tqx sur r
∗
xTπx . Le morphisme sx e´tant plat, l’application
qx∗r
∗
x(Tπx(−σx)) ≃ qx∗Tqx(−{0} ×Hx) −→ qx∗(ev
∗
xTX(−{0} ×Hx) ≃ qx∗r
∗
x(ι
∗
xTX(−σx))
s’identifie donc a` l’application
s∗xπx∗Tπx(−σx) −→ s
∗
xπx∗ev
∗
xTX(−σx)
de fac¸on e´quivariante. L’isomorphisme e´quivariant
s∗xTVx ≃ s
∗
xπx∗((ι
∗
xTX/Tπx)(−σx))
descend en l’isomorphisme cherche´
TVx ≃ πx∗((ι
∗
xTX/Tπx)(−σx)).

Remarques 3.9. L’e´nonce´ pre´ce´dent reste vrai si x ∈ X est quelconque et si Hx est une
composante connexe de Hom-l(P1,X, 0 7→ x) ∩Hom-b(P1,X).
Soit H une composante connexe de Hom-l(P1,X) ∩ Hom-b(P1,X). Le groupe G ope`re
librement sur H par la formule g ·f = f ◦g−1 ou` g ∈ G et [f ] ∈ H (voir [Mo79] Lemma 9). Il
ope`re diagonalement sur P1×H. Les quotients ge´ome´triques V := H//G et U := P1×H//G
existent et les sche´mas H et P1 × H sont des fibre´s principaux de groupe G au dessus des
quotients V et U respectivement (voir [Mo79] Lemma 9). Les sche´mas V et U sont en
particulier lisses sur C. Soient π et ι
U
ι
−−−−→ X
π
y
V
les morphismes naturels. Le morphisme π est une fibration en droites projectives sur C. La
preuve de la proposition suivante est analogue a` celle de la proposition 3.8.
Proposition 3.10. Le fibre´ tangent du sche´ma V est naturellement isomorphe au fibre´
π∗(ι
∗TX/Tπ), ou` l’on a identifie´ Tπ ⊂ TU a` son image dans ι
∗TX via la diffe´rentielle de
l’application ι.
4. Un calcul de classe de Chern
4.1. Nous reprenons les notations de la section pre´ce´dente. Soit x ∈ X un point ge´ne´ral.
Soit Ex le fibre´ vectoriel de rang 2 sur Vx donne´ par Ex := πx∗OUx(σx). La section σx de
πx correspond a` la donne´e d’un quotient inversible Mx de Ex. Le fibre´ Ex est une extension
0 −→ OVx −→ Ex −→ Mx −→ 0
du fibre´ inversible Mx par le fibre´ trivial OVx et c2(Ex) = 0. Soit Lx := M
⊗−1
x . Le sche´ma
Ux s’identifie au fibre´ projectif PVx(Ex) au dessus de Vx et l’ide´al de σx dans Ux s’identifie
au fibre´ tautologique OPVx (Ex)(−1).
Soit [f ] ∈ Hx et soit ℓ := c1(X) · f∗(P
1) ≥ 2. Le fibre´ en droites ι∗xωX est de degre´ −ℓ
sur les fibres de πx et trivial sur σx. Il est donc isomorphe au produit de ℓ copies du fibre´
OPVx (Ex)(−1)⊗ π
∗
xMx.
Proposition 4.2. Si x ∈ X est ge´ne´ral alors la premie`re classe de Chern de Vx est donne´e
par la formule
c1(Vx) = πx∗ι
∗
x((
ℓ+ 1
2ℓ
−
1
ℓ2
)c1(X)
2 − c2(X)) ∈ Pic(Vx)⊗Q.
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De´monstration. Soient A(Vx) l’anneau de Chow de Vx et K(Vx) son anneau de Grothendieck.
Soient ch : K(Vx) −→ A(Vx) le caracte`re de Chern exponentiel et td(Tπx) ∈ A(Ux) la
classe de Todd du fibre´ tangent Tπx a` πx. La formule utile est la formule de Grothendieck-
Riemann-Roch (voir [Fu98] Theorem 15.2) :
ch(πx!((ι
∗
xTX/Tπx)(−σx))) = πx∗(ch((ι
∗
xTX/Tπx)(−σx)) · td(Tπx)) ∈ A(Vx)⊗Q.
Les morphismes parame´tre´s par Hx sont libres d’apre`s le lemme 3.3. Le faisceau
R1πx∗((ι
∗
xTX/Tπx)(−σx))
est donc nul,
πx!((ι
∗
xTX/Tπx)(−σx)) = πx∗((ι
∗
xTX/Tπx)(−σx))
et, d’apre`s la proposition 3.8,
ch(πx!((ι
∗
xTX/Tπx)(−σx))) = ch(TVx).
La premie`re classe de Chern de Vx est donc donne´e par la formule
c1(Vx) = ch(TVx)1 = πx∗(ch((ι
∗
xTX/Tπx)(−σx)) · td(Tπx))2.
Il reste a` calculer la composante de codimension 2 du cycle
ch((ι∗xTX/Tπx)(−σx)) · td(Tπx) = (ι
∗
xch(TX)− ch(Tπx)) · ch(OUx(−σx)) · td(Tπx).
La formule
ι∗xc1(X) = ℓ(σx + π
∗
xc1(Lx))
ainsi que les formules
ι∗xc1(X) · σx = 0
et
σ2x = p
∗c1(Ex) · σx − c2(Ex) = −σx · π
∗
xc1(Lx) (voir [Fu98] Remark 3.2.4)
donnent
σx · π
∗
xc1(Lx) =
1
ℓ2
ι∗xc1(X)
2 − π∗xc1(Lx)
2
et
ι∗xc1(X) · π
∗
xc1(Lx) =
1
ℓ2
ι∗xc1(X)
2.
Le calcul donne (voir [Fu98] Example 3.2.3 et Example 3.2.4) :
ch(OUx(−σx))≤2 = 1− σx +
1
2
σx
2
= 1− σx +
1
2
(π∗xc1(Lx)
2 −
1
ℓ2
ι∗xc1(X)
2),
ch(Tπx)≤2 = 1 + 2σx + π
∗
xc1(Lx) +
1
2
(4σx
2 + π∗xc1(Lx)
2 + 4σx · π
∗
xc1(Lx))
= 1 + 2σx + π
∗
xc1(Lx) +
1
2
π∗xc1(Lx)
2,
td(Tπx)≤2 = 1 + σx +
1
2
π∗xc1(Lx) +
1
12
(4σx
2 + π∗xc1(Lx)
2 + 4σx · π
∗
xc1(Lx))
= 1 + σx +
1
2
π∗xc1(Lx) +
1
12
π∗xc1(Lx)
2,
et
ι∗xch(TX)≤2 = ι
∗
x(n+ c1(X) +
1
2
(c1(X)
2 − 2c2(X))).
Finalement,
(ch((ι∗xTX/Tπx)(−σx)) · td(Tπx))2 = ι
∗
x((
ℓ+ 1
2ℓ
−
1
ℓ2
)c21(X)− c2(X)) +
n− 1
12
π∗xc1(Lx)
2
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et
c1(Vx) = πx∗(ch((ι
∗
xTX/Tπx)(−σx)) · td(Tπx))2
= πx∗ι
∗
x((
ℓ+ 1
2ℓ
−
1
ℓ2
)c21(X)− c2(X)) ∈ Pic(Vx)⊗Q.

Remarques 4.3. Le calcul pre´ce´dent reste vrai si x ∈ X est quelconque et si Hx est une
composante connexe de Hom-l(P1,X, 0 7→ x) ∩Hom-b(P1,X).
L’extension
0 −→ OVx −→ Ex −→ Mx −→ 0
est scinde´e. Soit α sa classe dans H1(Vx,Lx). La restriction πx|σx de πx a` σx est un
isomorphisme de σx sur Vx. Nous noterons encore Lx le fibre´ πx
∗
|σx
Lx et α la classe
πx
∗
|σx
α ∈ H1(σx,Lx).
Lemme 4.4 (voir [Dr04] Lemmes 3.2 et 3.3). La classe du fibre´ OPVx (Ex)(1)⊗ π
∗
xLx dans
Pic(2σx) ≃ Pic(σx)⊕H
1(σx,Lx)
est (0, α).
Le fibre´ (OPVx (Ex)(−1)⊗ π
∗
xMx)
⊗ℓ est isomorphe au fibre´ ι∗xωX. La classe ℓα est donc nulle
et α l’est aussi.
5. De´monstration des re´sultats
Lemme 5.1. Soit Y une varie´te´ alge´brique connexe, projective et lisse sur C. Soit E un
fibre´ vectoriel de rang 2 sur Y, extension d’un fibre´ en droites M par le fibre´ trivial OY.
Soient Z := PY(E) et p : Z −→ Y le morphisme naturel. Soit σ ⊂ Z la section de p
correspondant au quotient inversible M de E. Supposons qu’il existe une varie´te´ alge´brique
X projective et lisse sur C et un morphisme q : Z −→ X qui contracte σ sur un point de X.
Si β est un cycle de codimension pure k > 0 sur X alors
q∗(Z) · β = q∗(p
∗α · (σ − p∗c1(M)))
ou` α = p∗q
∗β est un cycle de codimension k − 1 sur Y.
De´monstration. L’anneau A(Z) est un module libre sur A(Y) engendre´ par la classe fon-
damentale de Z et la premie`re classe de Chern du fibre´ tautologique (voir [Fu98] Theorem
3.3). Ici, la premie`re classe de Chern du fibre´ tautologique est σ et
σ2 = p∗c1(E) · σ − c2(E) = p
∗c1(M) · σ (voir [Fu98] Remark 3.2.4).
Le cycle q∗β s’e´crit donc
q∗β = p∗γ · σ + p∗δ
avec γ ∈ Ak−1(Y) et δ ∈ Ak(Y). Le cycle γ est donne´ par la formule
p∗q
∗β = γ · p∗σ = γ.
Enfin, σ e´tant contracte´e par q sur un point de X et le cyle β e´tant de codimension > 0,
on a
0 = q∗β · σ = p∗(γ · c1(M) + δ) · σ.
Les cycles γ et δ ve´rifient donc la relation
δ = −γ · c1(M)
et
q∗(Z) · β = q∗q
∗β = q∗(p
∗α · (σ − p∗c1(M))).

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Lemme 5.2. Si Y est une varie´te´ alge´brique connexe, projective et lisse sur C de dimension
n et si L est un fibre´ en droites ample et engendre´ par ses sections globales sur Y alors le
syste`me line´aire |KY + nc1(L)| est sans point base sauf si (Y,L) ≃ (P
n,OPn(1)).
De´monstration. Le diviseur KY + nc1(L) est nume´riquement effectif si et seulement si
(Y,L) 6≃ (Pn,OPn(1)) (voir [Fu87] Theorem 1). Supposons (Y,L) 6≃ (P
n,OPn(1)) et mon-
trons le re´sultat par re´curence sur la dimension n de Y.
Si n = 1 alors le re´sultat est imme´diat. Supposons n ≥ 2. Soit H ∈ |L| un diviseur
ge´ne´ral. Le groupe H1(OY(KY+(n−1)H)) est nul par le the´ore`me d’annulation de Kodaira.
L’application de restriction
H0(Y,OY(KY + nH)) −→ H
0(H,OH(KY + nH))
est donc surjective. Le diviseur (KY+nH)|H = KH+ (n− 1)H|H est nume´riquement effectif
par la formule d’adjonction. Si le syte`me line´aire |KH+(n−1)H|H| est sans point base alors
|KY + nH| l’est donc e´galement. 
Les notations sont celles des paragraphes 2, 3 et 4. Si H′x est une composante irre´ductible
de Hx nous noterons U
′
x, V
′
x, σ
′
x, ι
′
x, π
′
x, M
′
x et L
′
x les varie´te´s, morphismes et fibre´s corre-
spondants.
The´ore`me 5.3. Sous les hypothe`ses 2.1, si x ∈ X est ge´ne´ral et si U′x est une composante
irre´ductible de Ux alors le cycle
ι′x∗(U
′
x) · (c2(X)−
ℓ− 1
2ℓ
c1(X)
2) ∈ Aℓ−3(X)⊗Q
est effectif.
De´monstration. Si x ∈ X est ge´ne´ral alors les morphismes parame´tre´s par H′x sont libres
(voir Lemme 3.3) et V′x est donc lisse sur C de dimesion ℓ − 2, ou` ℓ := c1(X) · f∗P
1 avec
[f ] ∈ H′x (voir paragraphe 3). Si x ∈ X est toujours un point ge´ne´ral et si [f ] ∈ H
′
x alors la
courbe f(P1) est immerge´e en x (voir [Ke02] Theorem 3.3) : la restriction de la diffe´rentielle
de l’application ι′x a` Tπ′x ⊂ TU′x de´finit un morphisme
τ ′x : V
′
x −→ P(T
∗
X,x)
qui a` [f ] ∈ V′x associe la droite df0(TP1,0) de TX,x (voir [Ke02] 3.2). Le fibre´ en droites L
′
x
est isomorphe au fibre´ τ ′x
∗OP(T∗
X,x)
(1) et, puisque τ ′x est fini (voir [Ke02] Theorem 3.4), L
′
x
est ample et engendre´ par ses sections globales.
Soit α := −c1(V
′
x) + (ℓ− 1)c1(L
′
x) ∈ Aℓ−3(V
′
x). Les formules (voir paragraphe 4)
π′x∗ι
′
x
∗
c1(X)
2 = ℓ2c1(L
′
x)
et
c1(V
′
x) = π
′
x∗ι
′
x
∗
((
ℓ+ 1
2ℓ
−
1
ℓ2
)c1(X)
2 − c2(X))
donnent
π′x∗ι
′
x
∗
(c2(X)−
ℓ− 1
2ℓ
c1(X)
2) = α
et, d’apre`s le lemme 5.1,
ι′x∗(U
′
x) · (c2(X)−
ℓ− 1
2ℓ
c1(X)
2) = ι′x∗(π
′
x
∗
α · (σ′x + π
′
x
∗
c1(L
′
x))).
Le cycle α est effectif d’apre`s le lemme 5.2 et π′x
∗α · σ′x et α · c1(L
′
x) le sont donc aussi.
Le the´ore`me est de´montre´. 
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The´ore`me 5.4. Sous les hypothe`ses 2.1, si x ∈ X est ge´ne´ral et si U′x est une composante
irre´ductible de Ux alors le cycle
ι′x∗(U
′
x) · (c2(X)− (
ℓ− 1
2ℓ
+
1
ℓ2
)c1(X)
2) ∈ Aℓ−3(X)⊗Q
est effectif sauf s’il existe un morphisme fini X̂ −→ X et une application rationnelle ϕ :
X̂ 99K Z dont les fibres ge´ne´rales sont des espaces projectifs sur C de dimension ℓ− 1, tels
que les courbes rationnelles conside´re´es soient les images dans X des droites contenues dans
les fibres de ϕ.
De´monstration. Soit maintenant α := −c1(V
′
x) + (ℓ− 2)c1(L
′
x) ∈ Aℓ−3(V
′
x) le cycle tel que
(voir Lemme 5.1)
ι′x∗(U
′
x) · (c2(X)− (
ℓ− 1
2ℓ
+
1
ℓ2
)c1(X)
2) = ι′x∗(π
′
x
∗
α · (σ′x + π
′
x
∗
c1(L
′
x))).
Le cycle α est effectif sauf si (V′x,L
′
x) ≃ (P
ℓ−2,O
P
ℓ−2(1)) d’apre`s le lemme 5.2. Si α est
effectif alors π′x
∗α · σ′x et α · c1(L
′
x) le sont e´galement et le cycle
ι′x∗(U
′
x) · (c2(X)− (
ℓ− 1
2ℓ
+
1
ℓ2
)c1(X)
2)
est donc effectif dans ce cas. Si (V′x,L
′
x) ≃ (P
ℓ−2,O
P
ℓ−2(1)) alors
ι′x∗(U
′
x) · (c2(X)−
ℓ− 1
2ℓ
c1(X)
2) = 0
et le cycle
ι′x∗(U
′
x) · (c2(X)− (
ℓ− 1
2ℓ
+
1
ℓ2
)c1(X)
2) = −ι′x∗(π
′
x
∗
c1(L
′
x) · (σ
′
x + π
′
x
∗
c1(L
′
x)))
n’est pas effectif sauf si ℓ = 2, auquel cas, il est nul.
Supposons maintenant que l’ensemble Λ des points de X tels que le cycle
ι′x∗(U
′
x) · (c2(X)− (
ℓ− 1
2ℓ
+
1
ℓ2
)c1(X)
2)
ne soit pas effectif pour au moins une composante irre´ductible U′x de Ux soit dense dans X. Si
x ∈ Λ alors, d’apre`s la discussion qui pre´ce`de, il existe une composante irre´ductible V′x de Vx
telle que (V′x,L
′
x) ≃ (P
ℓ−2,O
P
ℓ−2(1)). Supposons que pour un point x ∈ X ge´ne´ral et toute
composante connexe V′x de Vx, il existe des isomorphismes (V
′
x,L
′
x) ≃ (P
ℓ−2,O
P
ℓ−2(1)).
Si x ∈ X est toujours ge´ne´ral et si V′x est une composante connexe de Vx alors τ
′
x est
une immersion ferme´e et τ ′x(V
′
x) est un sous-espace line´aire de P(T
∗
X,x). L’existence d’un
morphisme fini X̂ −→ X et d’une application rationnelle ϕ : X̂ 99K Z dont les fibres ge´ne´rales
sont des espaces projectifs sur C de dimension ℓ − 1, tels que les courbes rationnelles
conside´re´es soient les images dans X des droites contenues dans les fibres de ϕ sont alors
de´montre´es dans [Ar04] (Theorem 3.1).
Supposons donc Λ dense dans X et montrons que pour un point x ∈ X ge´ne´ral et toute
composante connexe V′x de Vx, (V
′
x,L
′
x) ≃ (P
ℓ−2,O
P
ℓ−2(1)). Soit
c : Hom-bn(P1,X) −→ Chow(X)
l’application cycle (voir [Ko96] Corollary I 6.9), donne´e par
[f ] 7→ f∗P
1,
ou` Hom-bn(P1,X) est la normalisation de Hom-b(P1,X). Soit V la normalisation de l’adhe´rence
de l’image de H dans Chow(X) et soit U la normalisation du cycle universel sur V. Le sous-
ensemble c(H) est ouvert dans son adhe´rence. Son image inverse dans V est le quotient
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ge´ome´trique V de H par G et son image inverse dans U est le quotient ge´ome´trique U de
P1 ×H par G (voir [Mo79] Lemma 9). Soient π¯ et ι¯
U
π¯

ι¯ // X
V
les morphismes naturels. Le morphisme π¯ est une fibration en droites projectives. Le point
essentiel est que l’image de U \ U par ι¯ est un ferme´ strict de X puisque le sche´ma Vx est
propre sur C pour x ∈ X ge´ne´ral. Si x ∈ X est ge´ne´ral alors ι¯−1(x) ⊂ U et ι¯ est lisse au
dessus d’un ouvert non vide de X (voir [Ko96] II 3.5.3 et Lemme 3.3). La restriction de la
diffe´rentielle de l’application ι¯ a` Tπ¯ ⊂ TU de´finit une application rationnelle τ
P(Ω1X)

U
ι¯ //
τ
33


y
h
X
bien de´finie au dessus d’un ouvert non vide de X (voir [Ke02] Theorem 3.3). Soit ιˆ : U −→ X̂
la factorisation de Stein de ι¯. Le morphisme X̂ −→ X est e´tale au dessus d’un ouvert de X.
Soit τˆ l’application rationnelle de´finie par la restriction de la diffe´rentielle de l’application
ιˆ a` Tπ¯ ⊂ TU
P(Ω1X)

P(Ω1
X̂
)oo_ _ _ _ _ _ _

U
ιˆ
""E
EE
EE
EE
EE
E
ι¯
||yy
yy
yy
yy
yy
τˆ
==z
z
z
z
z
τ
aaD
D
D
D
D
X X̂oo
qui est bien de´finie au dessus d’un ouvert non vide de X. Il faut enfin remarquer que le
morphisme Ux ⊃ σx ≃ Vx −→ ι¯
−1(x) ⊂ U est un isomorphisme si x ∈ X est ge´ne´ral.
L’ensemble Λ est dense dans X par hypothe`se. L’ensemble des points xˆ ∈ X̂ tels que
(ιˆ−1(xˆ), τˆ∗O
P(Ω1
X̂
)(1)
|ιˆ−1(xˆ)
) ≃ (Pℓ−2,O
P
ℓ−2(1))
est donc dense dans X̂. Le faisceau ω
U/X̂
⊗ τˆ∗O
P(Ω1
X̂
)(ℓ− 1) est plat au dessus d’un ouvert
non vide de X. Si xˆ ∈ X̂ est un point ge´ne´ral alors le faisceau ωU/X̂ ⊗ τˆ
∗O
P(Ω1
X̂
)(ℓ− 1)
|ιˆ−1(xˆ)
est engendre´ par ses sections globales (voir Lemme 5.2) et trivial au dessus d’un point de
Λ. L’ensemble des points de X̂ ou` l’espace des sections de ce faisceau est de dimension 1
est en particulier ouvert dans X̂ (voir [Ha77] Theorem 12.8) et non vide par hypothe`se.
Le faisceau ω
U/X̂
⊗ τˆ∗O
P(Ω1
X̂
)(ℓ− 1)
|ιˆ−1(xˆ)
est donc trivial pour xˆ ∈ X̂ ge´ne´ral et, d’apre´s le
crite`re de Kobayashi et Ochiai (voir [KO73]),
(ιˆ−1(xˆ), τˆ∗O
P(Ω1
X̂
)(1)
|ιˆ−1(xˆ)
) ≃ (Pℓ−2,O
P
ℓ−2(1)).
ce qui de´montre le re´sultat annonce´ plus haut. 
Proposition 5.5. Sous les hypothe`ses 2.1, le cycle
ιx∗(Ux) · (c2(X)−
ℓ− 1
2ℓ
c1(X)
2) ∈ Aℓ−3(X)⊗Q
est nul pour x ∈ X ge´ne´ral si et seulement s’il existe un morphisme fini X̂ −→ X et une
application rationnelle ϕ : X̂ 99K Z dont les fibres ge´ne´rales sont des espaces projectifs sur
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C de dimension ℓ− 1, tels que les courbes rationnelles conside´re´es soient les images dans
X des droites contenues dans les fibres de ϕ.
De´monstration. Si le cycle
ιx∗(Ux) · (c2(X)−
ℓ− 1
2ℓ
c1(X)
2) ∈ Aℓ−3(X)⊗Q
est nul pour x ∈ X ge´ne´ral alors
(V′x,L
′
x) ≃ (P
ℓ−2,O
P
ℓ−2(1))
pour toute composante connexe V′x de Vx (voir The´ore`me 5.3) et le Theorem 3.1 de [Ar04]
donne la conclusion cherche´e.
Inversement, supposons qu’il existe un morphisme fini ν : X̂ −→ X et une application
rationnelle ϕ : X̂ 99K Z dont les fibres ge´ne´rales sont des espaces projectifs sur C de
dimension ℓ− 1, tels que les courbes rationnelles conside´re´es soient les images dans X des
droites contenues dans les fibres de ϕ. Soit F ≃ Pℓ−1 une fibre ge´ne´rale de ϕ et j : F →֒ X̂
l’immersion ferme´e de F dans X̂. La formule de projection donne
F · ν∗(c2(X)−
ℓ− 1
2ℓ
c1(X)
2) = j∗(c2(F)−
ℓ− 1
2ℓ
c1(F)
2)
= 0
et
ιx∗(Ux) · (c2(X)−
ℓ− 1
2ℓ
c1(X)
2) = ν∗(F) · (c2(X)−
ℓ− 1
2ℓ
c1(X)
2)
= ν∗(F · ν
∗(c2(X)−
ℓ− 1
2ℓ
c1(X)
2))
= 0.

Remarque 5.6. Supposons que la diffe´rentielle de τ ′x s’annule en codimension 1 et soit D
′
x ⊂
V′x le diviseur de V
′
x tel que l’application induite
TV′x −→ τ
′
x
∗
TP(T∗
X,x)
(−D′x)
soit non nulle en codimension 1. Son conoyau Q est localement libre en codimension 1. Le
fibre´ τ ′x
∗TP(T∗
X,x)
⊗M′x e´tant engendre´ par ses sections globales, le faisceau Q⊗OV′x(D
′
x)⊗M
′
x
l’est e´galement.
Lemme 5.7. Soit Y une C-varie´te´ re´gulie`re de dimension n ≥ 1. Si G est un faisceau
cohe´rent, localement libre en codimension 1 et engendre´ par ses sections globales alors le
cycle c1(G) ∈ A(Y) est effectif.
De´monstration. Le faisceau G est localement libre sur un ouvert Y0 ⊂ Y dont le comple´mentaire
est de codimension au moins 2 dans Y et G|Y0 est e´galement engendre´ par ses sections glob-
ales. Notons i l’inclusion de Y0 dans Y. L’application i
∗ : An−1(Y) −→ An−1(Y0) e´tant
un isomorphisme, il suffit de traiter le cas ou` G est localement libre et engendre´ par ses
sections globales, qui est imme´diat. 
Soit α := c1(Q⊗OV′x(D
′
x)⊗M
′
x) ∈ Aℓ−3(V
′
x). Le cycle α est effectif d’apre`s le lemme 5.7,
c1(V
′
x) = c1(L
′
x) + (n− 1)(c1(L
′
x)−D
′
x)− c1(Q)
= c1(L
′
x) + (n− 1)(c1(L
′
x)−D
′
x) + (n− ℓ+ 1)(−c1(L
′
x) + D
′
x)− α
= (ℓ− 1)c1(L
′
x)− (ℓ− 2)D
′
x − α
et
ι′x∗(U
′
x) · (c2(X)−
ℓ− 1
2ℓ
c1(X)
2) =
1
2ℓ
ι′x∗(π
′
x
∗
((ℓ− 2)D′x + α) · (σ
′
x + π
′
x
∗
c1(L
′
x))).
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La description ge´ome´trique du support de D′x est donne´e par le re´sultat suivant.
Lemme 5.8 (voir [Ar04] Proposition 2.7). Le morphisme τ ′x est une immersion en [f ] ∈ V
′
x
si et seulement si f∗TX ≃ OP1(2)⊕OP1(1)
⊕ℓ−2 ⊕O⊕n−ℓ+1
P
1 .
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